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TATA TERTIB UJIAN

Setiap Kandidat harus berada di ruang ujian selambat-lambatnya 15 {lima belas) menit sebelum
bjian dimulai

Kandidat yang datang 1 {satu) jam setelah berlangsungnya ujian dilarang memasuki ruang ujian
dan mengikuti ujian

kandidat dilarang meninggalkan ruang ujian selama 1 (satu) jam pertama berlangsungnya ujian.
Setiap kandidat harus menempati banghu yang telah ditentukan oleh Kemisi Penguji.

Buku-buku, diktat, dan segala jenis catatan harus diletakkan di tempatl yang sudah ditentukan
aleh Pengawas, kecuali alat tulis yang diperiukan untuk mengerjakan ujian dan kalkulator,

Setiap kandidat hanya berhak memperaleh satu set bahan ujian. Kerusakan lembar jawaban oleh
kandidat, tidak akan diganti, Dalam memberikan jawaban, lembar jawaban harus dijaga agar
tidak kotor karena coretan,

¥andidat dilarang berbicara dengan/atau melihat pekerjaan kandidat lain atau berkomunikasi
langsung ataupun tidak langsung dengan kandidat lainnya selama ujian berlangsung.

Kandidat dilarang menanyakan makna pertanyaan kepada Pengawas ujian:

Kandidat yang terpaksa harus meninggalkan ruang ujian untuk keperluan mendesak [misalnya ke
toilet) harus meminta izin kepada Pengawas ujian dan setiap kali izin keluar diberikan hanya
untuk 1 (satu) orang.

Alat kemunikasi (telepon seluler, pager, dan lain-1ain) harus dimatikan selama ujian berlangsung.
Penpawas akan mencatat semua jenis pelanggaran atas tata tertib ujian yang akan menjadi
pertimbangan diskealifikasi

Kandidat yang telah selesai mengerjakan soal ujian, harus menyerahkan lembar jawaban
langsung kepada Pengawas ujian dan tidak meninggalkan lembar jawaban tersebut di meja ujian.
Kandidat yang telah menyerahkan lembar jawaban harus meninggalkan ruang ujian.

Kandidat dapat mengajukan keberatan terhadap soal ujian yang dinilai tidak benar dengan
penjelasan yang memadai kepada komisi penguji selambat-lambatnya 5 (lima) hari kerja sejak
tanggal pelaksanaan ujian.
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PETUNJUK MENGERJAKAN SOAL

Ujian Pilihan Ganda
1. Setiap soal akan mempunyai 4 (empat) pilihan jawaban di mana hanya 1 (satu)

jawaban yang benar.

Setiap soal mempunyai bobot nilai yang sama dengan tidak ada pengurangan nilai
untuk jawaban yang salah,

Berilah tanda silang pada jawaban yang Saudara anggap benar di lembar jawaban.
lika Saudara telah menentukan jawaban dan kemudian ingin merubahnya dengan
yang lain, maka coretlah jawaban yang salah dan silang jawaban yang benar.

Jangan lupa menuliskan nomor ujian Saudara pada tempat yang sediakan dan tanda
tangani lembar jawaban tersebut tanpa menuliskan nama Saudara.

Ujian Soal Esay

4.

1.

Setiap soal dapat mempunyai lebih dari 1 (satu) pertanyaan, Setiap soal mempunyai
bobot yang sama kecuali terdapat keterangan pada soal,

Tuliskan jawaban Saudara pada Buku Jawaban Soal dengan jelas, rapi dan terstruktur
sehingga akan mempermudah pemeriksaan hasil ujian.

Saudara bisa mulai dengan soal yang anda anggap mudah dan tuliskan nomaor
jawaban soal dengan soal dengan jelas.

langan lupa menuliskan nomor ujian Saudara pada tempat yang disediakan dan
tanda tangani Buku Ujian tanpa menuliskan nama Saudara.

KETENTUAN DAN PROSEDUR KEBERATAN SOAL UJIAN PAI

kandidat dapat mengajukan keberatan terhadap soal ujian yang dinilai tidak benar

dengan penjelasan yang memadai kepada komisi penguji selambat-lambatnya 5 (lima)

hari kerja sejak tanggal pelaksanaan ujian.

Semua pengajuan keberatan soal dialamatkan ke sanggahan.soal@gmail.com.

Pengajuan keberatan soal setelah tanggal tersebut (Poin No 1) tidak akan diterima dan
ditanggapi.

Kunci Jawaban akan diumumkan ke website PAl dengan alamat www.aktuaris.org

satu bulan sejak tanggal pelaksanaan ujian, setelah itu tidak ada pengajuan keberatan
kuncl jawaban.

—_—'—M—
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AT0D - Permodelan dan Teori Risiko

1. ¥ adalah sebuah distribusi gamma dengan mean = 8 dan skewness = 1. Tentukan varianst dari

L4
a4
b. 8
. 16
32

Data berikut untuk nomor 2 - 4
Diketahui data berikutl adalab besaran dari klaim kendaraan bermaotor
2,5,5.7.9, 12, 15, 18, 20, 25, 26, 35, 40, 50, 65

2. Berapakah unblased sample variance nya?

a. 313
b. 11%
c: 335
d. 350

3. Berapakah p value urmtuk statistic tes darl hipotesis yang menyatakan bahwa rata2 klaim
tersebut sebesar 12

1 %
b, 3%
€ 4%
d. 5%

4. Berapakah batas atas dari 95% confidence interval?
a. Lebih kecil dani 32
b.  Antara 32 dan 15
¢, Antara 35 dan 38
d. Lebih besar dan 38

Data berikut diambil dan sebuah populasi untuk soal no 5- 9
7,110,113, 15, 18, 25, 30, 35, 100, 150, 2040, 275
5, Berapakah Kurtosis dar data tersebut?
a. Kurangdari
b, Antara 2dan 25
¢ Antara 2,5dan 3
d. Llebihdan 3
B, Apabila @ parameter distribusi ekspenensial dicari dengan metode Maximum Likelihood
Estimation, berapakah nilainya?

a. 73
b, 74
€. 75
d 76

7. Tentukan estimasi P[X > 30] apabila distribusi tersebut adalah Inverse Exponential yang
didekati dengan methode percentile 25%
a, 0,46
b, 0,48
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C.

o

A70 - Permodelan dan Teori Risiko

e =

0,50
0,52

B Berapakah nilai a + 0 parameter parameter dar distribus: gamma yang didekati dengan

melode momen

Kurang dar 1040
Antara 100 dan 101
Antara 101 dan 102
Lebib dan 102

9. Tentukan estimasi empiris (empirical estimates) dan varans! untuk X A100 atau wariansi X

dengan himit 100

3,

b
.
o

25
a6
73
100

Data berikut digunakan untuk nomor 10 = 12
Terdapat 12 data yang diambil dari sebuah populasi distribusi: 7, 12, 15, 19, 26, 27, 29, 29, 30, 33,
38, 53, estimasi dari distribusi tersebut adalah eksponensial dengan estimasi parameter 8 = 30

10, Tentukan Kolmogorov Smirnav statistic untuk data dan model tersebut

a

b.

[

d.

0,19
021
0,23
0.25

11. Misalnya data tersebut di sensor pada x = 32, dan estimasi dar parameter eksponensialnya
menjadi 8 = 25, Berapa Kolmogordv Smirnov statistic fiya?

a.
b

C

d.

Kurang dari 0,28
Antara 0,28 dan 0,32
AntaraD,32 dan 0,36
Lebih dan 0,36

12. Hitung Anderson Darling statistic untuk data tersebut {Berdasarkan 8 = 30)

a
b.
€
d.

¥urang darn 0,9
Antara 0,4 dan 0.6
Antara 0.6 dan 0.8
Lebib dari 0.8

Data berikut berdasarkan dats yang disensor sebelah kanan (right censening) untuk 1% orang yaitu
waktu sampai meninggal atau waklu sampal disensor {+) untuk nomar 13- 15:
2,2,3.3+,4,4,4+4,4+ 545,688,959+

13. Berapakah nilai estimasi survival 5,5(7) dengan menggunakan estimasi Kaplan Meier

.

b
€.
d

0,436
0,218
0,725
0,484

—ﬁg
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14.

15.

16

17,

14,

18

A7O = Permodelan dan Teori !{jsiiﬂ

Berapakah nilai estimasi hazard rate Fyl7) dengan mengeunakan pstimasi Melson Aalen
a. 0,436

b 0,218
c. 0725
d. 0,484

Berapakah nilai estimas: survival 2..(7) dengan menggunakan estimasi Melson Aalen
a. D436

b 0,218
¢. 0725
d. 0,484

Sehuah credibility factor parsial untuk variabel random ¥ berdasarkan 100 exposure dari »
adalah 7 = 0.4. Berapa tambahan expesure yang diperlukan agar credibility factornya dapat
ditingkatkan sampai paling tidak 0,57

a, 56 y
b. 57
c, 58
d. 59

Jumlah klaim per periode 5 mempunyal distribusi Compound Poisson. Anda sudah
menghitung bahwa untuk mendapatakan credibility penub, diperlukan sampel sebanyak
3670 klaim, apabila distribusi dari severity konstap. lika distribusi dari severity adalah
lognormal dengan mean 1000 dan variansi 1.500.000 Berapakah jumiahklaim yang
diperlukan untuk mendepatkan credibility penuh?

a. 6675
b. &700
c. 6725
d. ‘6750

Dua buah kotak berisi masing-masing 10 buah bola yang berukuran dan bentuk sama. Fotak
pertama berisi 5 bala merah dan 5 bola putih. Kotak kedua berisi 2 bola merah dan B bola
putih. Sebuah kotak dipilih secara acak [kemungkinannya sama besar}, kemudian sebuah
bola diambil dari kotak yang dipilih, Bola yang diambil berwarna merah, berapa besar
kemungkinan bola itu diambil dan kotak pertama?

a. 27
b, 37
oo Af7
d. 57

ferkaltan dengan soal no 18 di atas, apabila bola merah tersebut tidak dikembalikan,
kemudian diambil lagi sebush bola dari kotak yang sama, berapakah kemungkinan bola
kedua yang diambil berwarna merah juga?

a. B/19
b, 22/63
c. 720
d. 13/63

=y —
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A70 - Pur_mmiel_an dan Teori Risikao

20, Sehuah distribusi Possion mempunyal parameter [, di mana prior distribution nya adalah
discrete unifarm distribution untuk nilai 1, 2 atau 3, fApabila sebuah observasi diketabul

bernilal 1. Berapakah mean dari pasterior distributionnya?

a, 15
b, 1,6
AR 0
d 1.8

71. Sebuah kelompok risike mampunyat distrious: frekuensi per tahun menglkuti distribusi
Poisson dengan mean b Prior distribution dari % adalah eksponensial dengan mean 2
Seprang tertanggung diketahui memasukkan 2 buah klaim dalam 1 tahun. Tenlukan premi
Bayes untuk terténggung tersebut pada tahun berikutnya.

a 1
b, 3f2
c. 2
d. 5/2

Data berikut untuk nomor 22 —23
Sebuah perusahazn asuransi memiliki dua kelompok palis. Diasurnsikan kedua kelompok lersebut

remiliki jurmiah polis yang sama. Untuk 3 tahun pertama aggregate claim adalah sebagai berikut
{datam milyar rupiah)

Kelompok Tahun 1 Tahun 2 Tahun 3
1 5 8 11
2 11 13 12
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33 Tentukan Buhlmann credibility premium untuk kelompok 1 tahun ke empat.

a. 8.0
b B2
c. 84
d. 86 .

23. Dengan menggunakan metode estimasi credibility weighted average dari p (dapat juga
disebut sebapai metode yang mempertahankan  kerugian totall, tentukan PBuhlmann
Credibility premium untuk kelompok 1 tahun keempat

a. 80
b. 82
c. 84
d. 86

34, Sebuah natural cubic spline digunakan untuk mengestimasi hix) berdasarkan empat titik
berikut ®g=-2, % =-L k=1 %Hm=2 Apabila diketahui bahwa fix] = 1 - 9xs1) + 45004107,
berapakah f'{-2) + (2} 7

a., -I3.5
b, -4.5
c. O

d. 45




AT0 - Permindelan dan Teori Risiko
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75. Sebuah distribusi Binomial dengan n = 3 dan p = 0.4 disimulasikan dengan metode inverse
transform dengan uniform random numbers 0,31 0,71 ; 0,60 ;:I:I,da 01,19 Berapakah jumlah

angka random tersebut yang menghasilkan 27

a. 1
b, 2
C- -3
d. 4
26, Sebuah fungsi probability density (pdb) fla) = 1,5 »untuk <1 <= x <= 1, Simulasi dengan

random numbers [0,1] digunakan dan angka randomnya adalah 05005 dan 0,2440. Dengan
menggunakan inverse transform method, berapakah jumlah dari hasil random tersebut?

a.

b
€
d

-0.7
06
0.5
-0,4

Informasi berikut digunakan untuk scal 27 - 30, Besaran klalm di bawah ini {dalam juta) di amati
dalam sebuah rentang pengamatan: 3, 4, 8, 10, 12, 13, 14, 25, 40, 45.
27. Berapa nilai estimasi dari @ yaitu parameter dari distribusi eksponensial data tersebut dengan
menggunakan pendekatan metode momen.

&

b

C
d.

12,5
139
17,4
18,0

28, Berapa nifal estimasi dari © yaitu parameter dasi distribusi eksponensial data tersebut dengan
mengeunakan pendekatan metode percentile, apabila diambil percentile 50%.

125
13,9
17,4
12,0

29. Apabila perusahaan asuransi menerapakan angka maksimum klaim sebesar 30, dan distribusi
eksponensial dengan parameter seperti no 2 di atas, berapakah angka ekspektasi

pembayaran klaim denpan himit 30 atau E[X & 30]

7
b
n

d.

12,5
14,6
14.9
16,5

30, Berapa nilal dari 8 untuk parameter dan distribusi inverse eksponensial dengan metode
taximum Likelihood Estimation

d.

b
23
d

6,5
8,9
125
12,9

r__—_l==—__‘-—-‘
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Tables for
Exam C/4



The reading material for Exam C/4 includes a variety of textbooks. Each text has
a set of probability distributions that are used in its readings. For those distributions used
it more than one text, the choices of parameterization may not be the same it all of the
books. This may be of educational value while vou study, but could add a layer of
uncertainty in the examination  For this latter reason, we have adopted one set of
parameterizations to be used i examinations. This set will be based on Appendices A &
B of Loss Models: From Datito Decisions by Klugman, Panjer and Willmot. A slightly
revised version of these appendices is included in this note. A copy of this note will also
be distributed o cach candidate at the examination

Fach text also has its own system of dedicated notation and terminology.
Sometimes these may conflict. 1T alternative meanings could apply i an examination
question, the symbols will be defined

For Exam C/4, in addition to the abridged table from Loss Models, sets of values
from the standard normal and chi-square distributions will be available for use in
examinations, These are also included n this note.

When using the normal distribution, choose the nearest z-value to find the
probability, or if the probability is given. choose the nearest z-value. No interpolation
should be used,

Example: If the given z-value is 0,759, and you need o find Pr(Z < 0,739) from
the normal distribution table. then choose the probability for z-value = 0.76: Pr(Z
<{.76) =0.7764.

When using the normal approximation to a discrete distribution, use the continuity
correction:

|
-_jJ
»

The density function for the standard normal distribution 1s @(x) = ——v¢ °

J2x



NORMAL DISTRIBUTION TABLE

Entries représent the area under e standardized nomal distibution from - 1o 2, Prid=z)
The valie of z 1o the first decimal 18 given in the leltcalkmmn. Tha secand decimal place 13 given in the top row

002 003 004 005 D06 007 008 049

Fi .00 .01

d0| 05000 0.5040 05080 05120 05160 D5199  0.5239 05279 (5318  0.5350
01] 05388 05438 05478 05517 05557 05595 05636 05075 05714 05753
02| 05793 05832 D.S871 05010 0S048 05087 08028 08084 G.B103 D512
D3 06178 06217 06255 06283 06331 06368 06406 06443 0B4BD 06317
04| 0DB554 06591 O0.PE2E8 O0FSE4 06700 06738 06772 OGR08  OBR44 [.BETY

03 08915 06950 06985 07019 07054 07088 07123 OTIET OF1E9d 024
05| 07257 07291 07324 07357 07389 07422 07454 074B5 07517 07548
0.7 07580 OYB11 DTB42  OTET3 0704 07734 09784 09784 07823 Doesz
&8 0¥881 070 D793 07957 0995  0.B023 08051 08078 08106 0.B133
0.8 08158 08186 08212 (8238 08264 0B280 0B35S 08340 08363 08380

1.0 08413 08438  OB4B1 08485 08508 0A531 0BS54 085/7 05590 08821
1.1] 08843 0BGES 08586 08708 08729 08748  DEVF0 08790 08810 08830
12| 08849 08869 08588 08O07 (8625 08944 (08862  0.B9B0 08057 08015
1.3 08032 09040 09086 046082 (8058 09115 09131 08147 08162 08477
14 00192 08207 08222 04236 09251 08285 09279 05282 05306 09319
1.5 08332 08345 08357 09370 08382 053894 09406 05418 05423 0.9441
1.8 (2452 08463 OG8474 09484 05485 00505 08515 D525 08535 0.9545
1.7 08554 09564 (09573 095582 05591 05589 08808 DGBRIG 08625 09533
18] 08341 08648 09555 09664 095871 08578 09885 09693 09839 0.0706
1.9) 08713 0871& 04725 05732 049738 G744 05750 0OFSS 04780 0.57AT
200 08772 QETTS 08783 08TES. 057S3 09798 08803 049808 09812 08847
21 09821 0.8826 DO830 09834 00338 09842 08846 09850 00854  O.BBST
22| 05861 09864 09863 093V DOAY5S  DOETA  0SB8A1 09884 00887 09850
23] 09483 09896 08858 09001  DDG04 05805 0880% 08817 09913 0438
24| 09w18 05520 05922 08923 0597 0GB 05531 09932 08034 0.9335
2.5/ 05938 05540 09941 05043 09945  DSE4E (9948 DSOD4D 05551 0595952
2.6] 08053 04855 09958 05857 098958 08860 (.8%51 05062 (OGBSI 09964
27| 0.8863 0.94964 09957 05058 09969 09570 049971 L9572 09573 0.9974
28 09974 09975 09978 00977 09977 09978 09979 09978 08530 0991
25 08987 08932 00%E2 09933 09584 09984 05985 04885 09985 05986

3.0f 08987 09287  0.99B7 00988 090848 (9953 09980 00983 09990 09990
34| 29980 0.58B1 (58S 09891 05992 08992 06992 09992 09993 050903
12 05853 08393 05954 009894 09994 05994 DSSE4 09995 09995 0.8595
d3| 05553 09995 09995 059995 0.50995 0.9995° 05996 099358 09996  0.5897
34 09097 08997 09297 080GV 00097 0.888Y 05557  DO9GY 09957 (0.59%8

4.5 09983 09998 (0993 05308 09998 DEEGE 05998 DOSEEE 0USSA 09928
3.6 09998 09098 Q5999 05999 09959 09559 093999 05939 00953 D.99sg
37| 08935 09993 08555 04999 09950 04599 09999 0BG09 00559 09993
38 089995 00050 OBG5H0 09999 085%9 099090 04999 OS50GD 06069 09999
3.8] 10006 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000 10000 10000 1.0000

iz | aaazl 1038  i282]  1645]  1660]  7.32B]  Z576|
PriZ<z) | _ 0.500]__ 0.850] _ 0800] 0950|0975  0.990] (.95




1* Distribuetoy

e ; 2 . 2
T'he table below gives the value Xx; for which P[xq < xg] = P for a given number of
degrees of freedom and a given value of P.

Degrees of | ) Yalues of P o

Freedom | ggos | 0010 | 0025 | 0050 | D100 | D900 | ©0.850 | 0875 | 0.9%0 | 0.995

1 - - 0001 | coos | pote | 2708 | 3841 | 5024 | 6635 | TETY

2 0.0 0020 0.051 0.103 .21 4 8605 59451 7378 9210 ‘]{';59?

3 D072 1156 0.2186 0.352 0554 £.251 7815 G348 11 345 12.838

i _ 4 0.20Y¥ 0257 0454 071 1 0G4 T8 9438 11.143 13.277 14 88D

o _5_-” N ra;ﬁ [ 654 0831 1.145 1610 £ 236 11.070 12,833 15.086 16.750

o E_ 0675 872 1.237 1.635 2.204 _1{2 G45 125592 14 443 16812 18,548

7 0589 | 1239 | 1690 | 2167 | 2833 | 12017 | 14087 | 16013 | 18475 | 20278

i 1344 1.646 2,180 2733 3450 13,362 15,507 !.? 535 20.0:00 21 855

s 1735 | 2088 | 2700 | 3325 | 4188 | 14584 | 16913 | 19023 | 21666 | 23589

10 | 2158 | 2858 | 3247 | 3040 | 4sss | 15087 | 18307 | 20483 | 23209 | 25188

11 2803 3(.;; 381G 4. 575 5.578 17.275 19.675 218920 24.725 26.7a7

12 3074 mE-T A 4.404 i 5225 5304 18.540 21.026 23337 26217 28.300

TS 1565 | 4107 | 5008 | sssz | 7oez | 19812 | 22362 | 24736 | 27688 | 209818

14 4075 4::-ESU_ _;329 6571 7050 21 064 23585 26119 29141 31318

15 4601 | 5229 | s282 | 7281 | 8547 | 22.307 | 24996 | 27488 | 30578 | 32.801

18 5142 5612 G.BGE T a82 9312 23.542 26255 25.845 32 000 34 267
_;?_ 5697 G408 T.954 8.5672 10.083 24 763 2?.55?-_ 3019 33405 35 T'IEI-_

18 5285 | 7015 | 8231 | 9as0 | 10865 | 25989 | 28869 | 31526 | 34,805 | 37.15

13 g o444 T.633 B.507 10117 11.651 27 204 0144 32 852 36.1 El-'l 3 682

20 7a34 | 8260 | 9501 | 1085 | 12443 | 28412 | 31410 | 34170 | 37586 | 3097




Excerpts from the Appendices to Loss Models: From Data to
Decisions, 2nd edition

Jume 240, 2007



Appendix A

An Inventory of Continuous
Distributions

A1l Imtroduction

The incomplete pamma function s given by

f_z“']e"di. a=(, x>0

R = e da
VR

P
with 1'fer) =j 2l L
7

Also elofing
D
ey m) _f el de =a
=z

At times we will nead this integral for nonpositive values of o Integration by parts produces the relationship

(= —I 1
Glogx) = =y o+ 1x)
Y | [

This can be igpeated until the frst argument of & oo+ &, a positive namber Then iU can be evaluated
freom
CGla+ ko) =Tlae+ &)1 = Tle+ &z

The incomplete beta function is given by

Dlatb) [*

e S O B a=1f1 - h_I:'.f A - :
Tla)l[h) ut {1 —1£) £, axl, b0 O0xzal

Bl trx)



APFENDIX A. AN INVENTORY OF CONTINUQUS DISTRIBUTIONS

A.2  Transformed beta family

A.2.2 Three-parameter distributions

A.2.2.1  Generalized Pareto (beta of the second kind)—o, 8,7

3 Ml +7) 827 . . . I o=
&) = e e Flp) =Rl w=20g
T +ki e —k)
B[X¥] = T smslide
k e P -—
ElX* = g TE; L_::?] Eltl} ll, If & is an integer
#5T'(r + k)Tle— k)
X & = R, DS’ Skl SRR Y k 2 k 1— i
E{tx A z)¥| e Atr + k- ku)+ 1 - F=), &=
mode = E.'l‘l:—lr =1, else d
a+1

A.2.2.2 Burr (Burr Type XI1, Singh-Maddala)—e. 8+

. oy (z/8)” S e RS 1
fiz) z[1 + (z/g)]at! Pl =1=iy W= 1+ {z/ @y

i R T

EX] 8°T(1 -r.i:l."rg::lf_a kl."':.l}1 e e
I AT

Blix nay = &°T{1 + .Lﬁil}[a "-iﬁ{l B = R a2ty ks
5 L
mode = @ ( ": _11) .o e b ek
& 4

A2.23  laverse Buse (Dagum)—r7.6, 7y

e iyt ue BT
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i Vi
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: ()
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Elix Az = i E?E:'I_l;“ kfhﬂ.ﬁ'{‘r R = kimu) v 21 "), k= -Ty

=1 b9
moede = E( +1) o Tl else D
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A.2.3 Two-parameter distributions

A.231  Parcto (Pareto Type 11, Lomax}-—xa,F

2 wll” T g e
fE = mraen S f;r—: 5)
speny = S ‘rt’;‘ﬂ.‘ 8 crawwe
2
ko
E[X*] = N is mn integer

fa— 1} (= k)

] 2 Vi
E[X Az] = ’-"‘_:.111_('“") ] ol

EjXaz] = -8l (:r{?-ﬁ) , =1
Uk + D a—k) ;s
i & = ! z —E= T b :J‘ .
E[i X Ao T{a] Ak 1o — ket + 00 (m+ﬂ') , allk
mode: = 0

A2.4.2  Inverse Pareto—r 0

Tie ! ; r N

o - gegm A= (5k)

g BT(r 4 k01— &)

(W% — ! 2a: .
ELX*" e \ e |

i Ly
E‘,|'_X“"[ = [:'_—HI-T'J if & 1= oa nepgative integer
. rxflz+) T N r
EllX nxi®|] = E?J"f_, Thin ks O T TR S [1 = ( - \] l, ks =7
[} &t I'?',l

mode = ET ; ! ;e eken

A2.33  Loglogistic (Fisky—-y, 8

T (.7 L Al S -
fl=) = z[1 + (z/8)7]* Plalmte WSy e
BIX*] = &T{l+&MP(1-kfr), —v<k<y
E{(X Az)Y] = #FT+kMI0 -&B0+E 1k u) +25(1 -u), E> -

- by
mode = ﬂ(T—_i) o=l el
i
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A2.8.4  Paralopistic—a. t

This |sa Bup disliibution with= =&

) 2t ot 1
T | i1 . YR e} = —u® S
J I-I] I[l + I:Ilfrﬁ,‘]uln-_-s F'.I.- i L 5 1+ |:J;.-"|:|}"1
k ’ ol
E[Xk] = gL+ L";:llj'ﬂ Eﬂ, e keat
L4 o . -
EI_':X J"-I}k] = a T'{l + Jﬁ_}fz:]l;[ﬁ ;.Jlllnl]ﬁ{l i k)"lfl.ﬂ' -, .‘:Iilfl:.l ) 'Ll-} 4 :cj‘u", R
r
o — 1 1
mode = £ (_'i-_) o=, elsel
ot +1

A.2.3.5 Inverse paralogistic—r, ¢

This 38 an nverse Bun disttibution with 5 =T1.

2 (z/8)" (z/8)"
L O R, 15y Lol S ley =wn' — —
fi=) Z[1 F (=)0 ] Flzi=wh 8= 10 Ger

B*Dr + k7L — k7]

EfxXY = Tk <7
. o .
N RO H s apr ;
Ef{x Azl = LA L"II-T]F{I kf7) Ay + ki — kiTiul + Fi-a, E> -7
I'ir)
wiode = 8=, Talhoded

A.3 Transformed gamma family

A.3.2 Two-parameter distributions

ATl Camma—ao, Y

[ /@y e—=i?

fiz) = ) Bz} = Do/}
o P Tla+ k)
T = s —a [arky T LY I o
ALty f1-aty, t=1/d E[AXT T—'{n] = =i
Elx* = (o4 k- 1) -, i ks an intege
.I'k n B,
Bi(X Az)'] = o IIE?H,: ﬂl"[a hon /B 21— Tez/8), k>-o

= eofa+D) - (atk- L@ T e + k2 /) gt — Tlagz/@)], K anintepel
mode = Ba=1) a=lisked
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Ad2.2 Inverse garmma { Vine)—o §
i o =071
fl=) —'_[ /) ,E Elzl=1- Tlen /=)
2T {a)
E|A"] M k<o | gl i — if k1= a0 integer
= Cia) v fe—1) [a—4k)' T B
1o — kY,
E[[X e = —litl';']'lﬂ'l — Tla = k; &fz)| -+ T im0z}
ke =
= 8 lrf:"&j 5) e - K 8fx) + 2 T8/, all b
mode = #f(a+1)
Ad2.3  Weibull—4#,+
T a— (2" a
flz) = ki o i Plz) =1 —g =i
T
EIXY = 8T+ k/) k> -7
E[fx na)t] = 8T+ kfrE[1H kS (=/8)] A e
! i
255 1w
mode = @ (T—-]:) . Tl kel
T
A.3.2.4  Inverse Weibull (log Gomperte)—¢, 7
=T g 0=y o
iz = rﬁf"r,l; Flz) = p )
BX* = #T{1-k/7), k<7
EliXx Azl = 60(1—kir){1 - D[l - kfri{B/z)]} +ab [1 i e-ﬁﬁfﬂ'] . allk
= T(L = kfr)GIL — i (8)=)T) 2 |1 e -Wﬂ']
ifr
mede = ﬁ‘( ’ )
T+ 1

A.3.3 One-parameler distributions

A.3.8.1  Exponential—=&
—z/@ .
=) = = Plx) =1 -8
Mty = -8 E[Xf =8 T(k+1), k>-1
B[xX¥%] = 0%, if kisaninteger
E|Xnzl = @80l —e™)
Bl Az = O4D(k+ UTle+ lig/8) +25e 7, k> -1

moce

BRRIT LR + 1) + 2hem /8,
0

£ am InLeEE!
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AL33.2  Ipverse exponential- -

#fz
flz) = ﬂéz Fg) =t
iy
ElXY = #T{i-k), kL)
El(xnsyy = @00l b 0fx) w xRl —e ), allk
mode = #/2
A.4 Other distributions
A.4.1.1 Lognormal—uo (o can be negative)
ot 1 L
[ = —exp(-tE = pallon), 2=k Fz) = ¥ (z)
roien i
EIX* = explku+kio?/2)

E[{X Az}

T
explhy + k*ﬁ”;‘E}l@(w) b*[1 = Flz)]

mitde

explp — o)

A4,1.2  Inverse Gaunssian—,

g %y Pl T -
o = (g) w(-%) ==

% ‘.‘l ; JJ.
1 b g Ve .
FI,]":- = - 'I' = !Ilr—) -| | ﬁxp (-..,{i) |I_'u - (_) ) ,'_-' = J'_tt:
b L | L H
g ! 2rut it
My = - x — i SN = W — iy
{1t axp{lu (1 1|'|l'1 p } l<3n2' BIXT = o Var[X] = /@

5 b2 4 112
wxnsd = w-i(§)" ] @)l ()]

A.4.1.8 loget—r p o (j can be negative)

Let ¥ have a t distribution with v degrees of freedom  Then X = explo¥ + u) has the log-t distibution.
Positive moments do not exist for this distribution. Just as the { distribution has a heavier tall than the
sormal distribution, this distribution has a heavier tail than the lognormal disceibution,

P(rEl
flz) = ( : ) .
e
woie () [ (252

F, [In Ia_- H) with F.(t) the cdf af a t distzibutlon with = b,

Flz)
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ol
,2.1 E;z - i
r+(]nr ,u\l
f

i

1 r 1 T -
,3 El_zl I{Enx_FlJl i =]

i

A.4.1.4 Single-parameter Paroto—a, 0

aB" . =
fiz) = =T r=d Fley=1-={8/5)", =>4
k E e
e af a K — af® ki &
EEXF] = =y koo EffX nz)% = el PRSP L 2@
mode = @

Note: Although thete appears to be twa parsmeters, onily @ o tius pumameter. The value of # must be
sut 10 pdvance,

A.5 Distributions with finite support

For these twa disteibutions, the scale parameter b3 assurmed Kiown.

A5.1.1 Generalized beta—ua, 08 7

5 f
flxl = -rtli':—,l;[b—’;u“{l — e E, Dez<f, u=Iix/M’
Flz) = Blaibu)
BXH = T+ ofat+k/T) o .

Fla)lla+ bt ki)’
F*Tla+bTla+kit)

E[lX &  ———— e 4 ! ﬁ; . = .b'.
(X A Y] STalTla £ R (a4 ki i) + 2|1 — Bla, bl

4.5.1.2 beta—a, b8

I'fa+ b) syl .
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fz) F:ﬂirﬂb]u s %) =" U<z, w=3

Py = Blabu)

6 Ta 4 b)T'(n + &)
T{a)l(a+b+ k) '
Pafa + 1) e (a4 = 1) ; ;

{ # = lg & )
EfX% I:n+b}[a+b+1]-“[u+b+k— o if k la an integer
. Fafa+ 1) e o+ k=1
Ellx ralt] = kb
et N e oy e s v bk

+2%[1 = Bla, biu))
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Appendix B

An Inventory of Discrete
Distributions

B.1 Introduction

‘*he 16 models fall into thres classes. The divisions are bused on the algorithm by which the probabilities are
computed For some of the more familiar disudbutions these formulas will leok different from the ones you
may have learned, but they produce the same prababilities. After each name, the patameters ate given, All
parametsrs are positive unless otherwize ndicated. [n all cases, me is the probability of obaerving k fosses,

For fArding mmoments, the mest comvenient form s to give the factorial mements. The fth factorial
mioment g,y =BV - 1) - (N — 41, Wa have E[¥] = iy and Var{V =y + i) - “?.1‘.'

The nstimaters which are presented sie not intended 1o hie ueefu] estimators but rather for prosiding
starting values for maximizing the likelinaod (or other) Functlon, Feoo deterniining starting vatlues, the
following quantities are uged [where ny s the abserved fTeguency at & (if, for the last entry, 7 represents
the number of ohservations at k or more, assume I was al eyaetly k) and 7t 15 the samplo size]:

(r= : E‘ k = ! E E*y il
ot S e - I
“ n I | T L =1 : ¢

When the method of moments |5 used to determine the starting value, & cireumflex (e, ) is used, For
any other method, a tilde (2.8, .3.} ts uged, When the starting value formmulas do not provvide admissible
parameter values, o truly crude guess is to set the product af all A and § parameters equal to the sample
mean and set all othet parameters edqual to 1 TF thete are two A and/or # patametess, an easy cholowis to
sat each to the square toot of the sample mesn

The last icem presonted is the probabilicy genetating function,

Pla) = ElsM).

B.2 The (a,b,0) class

3.2.1.1 Poisson—2

E")'J\k

i
!

py o= e, a=l =4 P =

B[N

A H_.'.dll[ln".l?'; N Piz) = M=
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a2 Geometrie—3

W ST S o S
o= IR CTied = e
E(V] = @& Var|N]=B01+0) Pls) =1 —fl=— 1"

This isa specisl case ol the neaative bipomial with r =1
I B

B.21.3 Binomial—g,m {l<g<], man integer)

. fm + 19

= 11— .'|m, = — . =
o (=1 u T a' =Ty
Pe = (:)q‘ﬂ — gy k=0 b e
E|N] = mg, Vai N =mgll- q Pl =14 glz=1™

B.2.1.4  MNegative binomial—3~

B b= (r—14d

b = (IHBFY e=7og b=Trp
B r{r+l]--{r+k—1),ﬁi
il ETENGIED
ElN] = rb ‘»’at[.\7|=r."fI:lT;:_]} F‘{:}=|1—ﬁ{:—]_]!"

B.3 The (a,b,1) class

To distinguish this class from the {a, ,00) clasy, the probabilities aze denoted Brin = k) =pf of (N =
kj = pl depending on which subclass is being representesl. For this class, pd' is atbitrary [that is, it la-a
patamcter) and then pf o p] is a specified function of the parameters a and b Subsequent prababililies ae
. chisined recursively as in the (a4 0) class: 7l = la+ bkt k=23 with the same tecursion for oy
There are two sub-classes of this class When disciszing their members, we often refet to the “cotresponding”
menber of the (a, b, 0) class. This refers to the member of that class with the same values for a gnd b The
notation o will continue to be usad for probabilities fol the conesponding (.4 0] digtribution

B.3.1 The zero-truncated subiclass

“The members of this class have py = 0 and \hgrefare it need not be estimated, These distributions should
anly be used when a value of zero is irapossible: The first factorial moment i8 gy = fa+b)/[{1—a}(l —palls
where pp is the value for the cotresponding member of the fa, 5,0y class For the logarithmic distribution
{which has no corresponding membet), gy = 8/ {1 +4d). Higher factotial momentsats abtained Tecursively
with the same formnla as with the{a, 5,0) lass. The variance s (a+ Bl —{a+b+ Va1 =a) (1= o). For

4
thase members of the subclass which huave cot responding (o, b, 0) distributions, o7 = ped (1 — po).

g =
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B.3.11  Zero-truncated Poisson—a

P.{. = TA—I. a=0 b=}
B =
L AS
b — —_—
T Hier =7}’
BN = A1), V[N = A=A 1e™M1 — et
3 = In{njiing,
e |
PI:.-tJ = lE'x_—I-

B.3.1.2  Zero-truncated grometyic— 3

o _ A 8
]

Sl o R B
ﬁ‘:—i
¢ T = =
P& . [1 I_ﬁ:li"
E[N] = 1+8, ValN]=5(14+8),
B o= p—1
e Y e )
Pl T :

This s & special eass of the sero-trunculed negative binomial with » =

Hi3:1:3 Logurithmic—

o = 8 R ool
! +8mh+5' "~ 1487 LT
T g

k(L + 8% In{l + &)

D = FLE i - B+ 8= 8 {1+ &)
B[NT = 8/In{1 +8)., Var[N] = o :

'EJ = E -1 ar ?IF_.._'I_}I
m i
In[1 - 8(z - 1)

i R W Lt

Inil+&)

This i5 a limiting case of the zero-truncated negative binomial ss ¢
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B.314  Zero-truncated binemial—g,m, (Dc oo mtan nteger)

. ‘i‘?l{[—';']'n_:']' Sl B g . (mt g
. ]_[]_'?.:'m ! T—g’ I__q
] - |:] - {‘IJ‘“ !
My
L= {1 — gy
-"W{{l o l-‘,l']' —-{l1-= g4 mq}{] s QJ?II}
VorlN] = = n—1- g™ :

pI =t -E:—_I.'.?..._,.'J.,

E[Nl =

'?=Fr

n-..|3|‘|‘:.1I

Falz —1)]™ - (1 - gjm

Pz i<fi=gm

]

B.A.15  Zero-truncated negative binomial-—4, r, (r = —1,r s 0)

_ rs o B Y b Y
BT e e it oy TR T L+8"
o S o 105 § FOORS (R =P i A
Pe = CHEEAT -1 T35
B R
- 1 -1+ 8~
, B+ 8) — {148 + a1 +E)"]
VarlN) = IE : : .
) =1+ 5T
; #* Ty
7 = e | .~ .
& F i o F P
V| i
fal = 1—(1+8)-r '

‘This distribution ja sametimes called the extended truncated negative binomis} distiibution bBecause the
parameter v can axtend below (),

B.3.2 The zero-modifed subcelass

A gerosmodified distribution is cteated by starting with g truncated disteibution and therp placing an aibitrary
smount of probability at serg, This probability, g s 5 parameter. The remaining probabilities ara
adjustod accordingly. Values of Pi¥ cun be determined from the corresponding rero-truncaterd dist1ittion
a5 pf‘ =11 —p,';,"','lp;‘: or from the cotrespanding {a, b, 0) distribution as M =g - pit Wed {1l — pgd Uhe same
tocursion used for the zurc-truneated subcliss applies

The mean {5 1 — 3 times the moan for the correspanding *ero-truncated distribution. The varianes is
1 —pg" times the zerp.ty uncated varlance plus 257 (1 —537) times the square of the zero-trincatied mean, The
probability senerating function is PHe) =ty (1 PaT)P(z), where P(z) is the probabilisy gemerating
function for the corresponding sero-truncated distribution,

The marimum likelihosd estimator of pif s always the sample rolative fi equency at ()



